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8.8.8.8. ALGEBRA LINEAREALGEBRA LINEAREALGEBRA LINEAREALGEBRA LINEARE

8.1 I SISTEMI DI EQUAZIONI
SOLUZIONE DI UN SISTEMA

Teorema 1) dato il sistema ƒj(x1,...,xn,y1,...,ym)= ƒj(xxxx,yyyy)= 0  (j=1,...,m), tale che:
ƒj definite e continue in un intorno Ω (n+m)-dimensionale di (xxxx0,yyyy0)
dello spazio dei punti (xxxx,yyyy), le loro derivate parziali del 1° ordine sono
continue, lo jacobiano D(ƒ1,... ƒm)/D(ƒ1,... ƒm) = det |∂ƒi/∂yi | ≠ 0

M = { (xxxx,yyyy) : ƒj(xxxx,yyyy)= 0 } ⇒ ∀b0>0 ∃∆ = { |xi-xi0|<a, |yi-yi0|<b } tale che
M∆ è descritto dalle funzioni derivabili con continuità: yj = ψj(xxxx)

2) se alle ipotesi del teorema 1 aggiungiamo che ƒj sono derivabili con
continuità p volte in Ω, le funzioni ψj(xxxx) che risolvono i sistemi sono
derivabili con continuità p volte in ∆

Proprietà delle soluzioni le funzioni yi = ϕi(xxxx,ym) hanno le proprietà:
1) per i punti (xxxx, ϕi(xxxx,ym),... ϕi(xxxx,ym),ym) si verificano le prime n-1 equazioni

del sistema
2) unicità: se (x1,...,xn,y1,...,ym) verifica le prime m-1 equazioni del sistema,

vale: xi = ϕi(xxxx,ym)

Proprietà 1) data λ(xxxx) funzione derivabile con continuità in ∆0= { |xi-xi0|<a }, tale che
per punti (n+1)-dimensionali si ha: (xxxx,λ(xxxx))∈∆'= { |xi-xi0|<a, |ym-ym0|<b }
⇒ le funzioni ϕi(xxxx,λ(xxxx)) sono derivabili con continuità  in ∆0 e verificano le
identità: ƒj(xxxx, ϕ1(xxxx,λ(xxxx)),..., ϕm-1(xxxx,λ(xxxx)), λ(xxxx))= 0

2) data l'equazione F(xxxx,ym)= ƒm(xxxx, ϕ1(xxxx1,ym),..., ϕm-1(xxxx,ym),ym)= 0, la funzione
F(xxxx,ym) ha le proprietà:
a) F(xxxx,ym) è definita in ∆' e ha derivate parziali continue
b) F(xxxx0,ym0)= ƒm(xxxx0,yyyy0)= 0
c) ∂F/∂ym ≠ 0 in ∆

3) ∃ in ∆0 la funzione ym = λ(xxxx) derivabile con continuità e tale che i punti
(xxxx,λ(xxxx)) dello spazio (n+1)-dimensionale verificano F(xxxx, λ(xxxx))=0

4) se (xxxx,ym)∈∆' e vale F(xxxx,ym)=0 è necessario che xxxx∈∆0 e ym = λ(xxxx)

SISTEMA DI FUNZIONI DIPENDENTI

Sistema di funzioni dipendenti dato un sistema di funzioni yj = ƒj(xxxx) = ƒj(x1,...,xn), xxxx∈G,  derivabili con
continuità in G, questo sistema dipende da G se almeno una funzione yj

si esprime in G mediante le funzioni: ym = Φ(y1,...,yj-1,yj+1,...,ym), dove Φ è
derivabile con continuità

Teoremi 1) yj = ƒj(xxxx) dipende da G ⇒ i determinanti dell'n.esimo ordine generati da
| ∂ƒ1/∂x1  ... ∂ƒ1/∂xn  |
| .............................  | sono identicamente nulli in G
| ∂ƒm/∂x1 ... ∂ƒm/∂xn |

2) nel caso 1, se s è il più grande numero per cui in xxxx0 un determinante non
è nullo, ∃ un intorno di xxxx0 in cui il sistema ƒ1 ... ƒs non è dipendente,
mentre le funzioni ƒs+1 ... ƒm dipendono da ƒ1 ... ƒs:

ƒλ(xxxx) = Φλ( ƒ1(xxxx),..., ƒs(xxxx)), (λ=s+1,...m; Φλ derivabili con continuità)
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8.2 L'ALGEBRA VETTORIALE
POLINOMI
Polinomio PN(xxxx) = ∑ ak xxxxkkkk  (kj < N, xxxxkkkk = x1k1 ... xnkn)

OPERAZIONI
Prodotto scalare (aaaa, bbbb) = |aaaa||bbbb| cos α
Prodotto vettoriale | aaaa × bbbb |    = |aaaa||bbbb| sin α

VETTORI
Lemma dati aaaa, b b b b1,..., bbbbm vettori di Rn (m<n), si ha:  aaaa = ∑∑∑∑ λj bbbbj  ⇔  (cccc,    bbbbj)=0 ⇒ (cccc,aaaa)=0

(cioè ogni vettore cccc ortogonale a tutti i bbbbj è ortogonale ad aaaa)

8.3 LE APPLICAZIONI
APPLICAZIONI DEFINIBILI CON CONTINUITA'

Applicazione def. con contin. yyyy = Axxxx, definita da un sistema di funzioni yj = ϕj(xxxx) =ϕj(x1,...,xm) derivabili
con continuità;  xxxx∈Ω ;  yyyy∈Ω'

Immagine Ω' = A(Ω)

Applicazione composta date le equazioni: yyyy = Axxxx, xxxx∈Ω, yj = ϕj(xxxx) ;  zzzz = Byyyy, yyyy∈Λ,  zj = ψj(yyyy), se Ω⊂Λ
ha senso l'applicazione composta zzzz = BAxxxx derivabile con continuità e
definita da  zj = ψj (ϕ1(xxxx),..., ϕ1(xxxx))

jacobiani: D(z1,...,zm)/D(x1,...,xm) = det|∂zi/∂xj| = det|∂zi/∂ys| det|∂ys/∂xj| =
= [D(z1,...,zm)/D(y1,...,ym)] [D(y1,...,ym) / D(x1,...,xm)]

Applicazione identica xxxx = BAxxxx ⇒ [D(x1,...,xm)/D(y1,...,ym)] [D(y1,...,ym) / D(x1,...,xm)] = 1

Proprietà data  yyyy = Axxxx  derivabile con continuità e jacobiano D(z1,...,zm)/D(x1,...,xm)≠0,
1) l'immagine Ω' = A(Ω) è un insieme aperto
2) Ω dominio ⇒ Ω' dominio
3) l'applicazione A è localmente biunivoca

8.4 I VETTORI DELLO SPAZIO
Vettore aaaa esprimibile nel sistema di coordinate rettangolari (x,y,z) con la terna di

numeri (ax, ay, az) detti componenti di aaaa
Modulo |aaaa(t)| = √ ax(t)2 + ay(t)2 + az(t)2
Cambio coordinate le componenti del vettore aaaa = (ax, ay, az) nel sistema di coordinate

rettangolari (x',y',z') sono date dalle trasformazioni:
 ax' = α1 ax + β1 ay + γ1 az

 ay' = α2 ax + β2 ay + γ2 az

 az' = α3 ax + β3 ay + γ3 az

Scomposizione aaaa(t) = |aaaa(t)| ωωωω(t) = α ωωωω(t)
Vettore unitario ωωωω(t) = ( a1(t)/α, a2(t)/α, a3(t)/α )

nnnn = ( cos α , cos β , cos γ )

Vettore regolare rrrr(t) = ( ϕ(t), ψ(t), χ(t) ) t∈(a,b)
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OPERAZIONI
Prodotto scalare (aaaa, bbbb) = ax bx + ay by + az bz

(aaaa, bbbb) = 0 ⇒ aaaa e bbbb sono vettori ortogonali
Prodotto vettoriale aaaa × b b b b = ( ay bz - az by , az bx - ax bz , ax by - ay bx )

DERIVATA DELLA FUNZIONE VETTORE
Derivata r'r'r'r' (t) = lim ∆rrrr/∆t giace sulla tangente alla curva

∆t→0

| r'r'r'r'| = limite di |∆rrrr/∆t| per ∆t→0
Proprietà daaaa/dt = d (α ωωωω(t))/dt = (dα/dt) ωωωω + α (dωωωω/dt)

d(aaaa, bbbb)/dt = ( aaaa, dbbbb/dt ) + ( daaaa/dt, bbbb)
| bbbb(t)|=c >0 ⇒ (bbbb, dbbbb/dt) = 0 ⇒ bbbb e dbbbb/dt sono vettori ortogonali
d(aaaa × bbbb)/dt = ( a a a a × dbbbb/dt ) + ( daaaa/dt × bbbb)

GRADIENTE
Gradiente di ƒ grad ƒ = (∂ƒ/∂x, ∂ƒ/∂y, ∂ƒ/∂z)
Derivata di ƒ in direzione nnnn ƒ derivabile in (x,y,z) ⇒ ∃ la derivata nella direzione di nnnn:

∂ƒ/∂nnnn = (∂ƒ/∂x) cos α + (∂ƒ/∂y) cos β + (∂ƒ/∂z) cos γ = gradn ƒ
(la derivata di ƒ in (x,y,z,) nella direzione di nnnn è uguale alla proiezione del
gradiente di ƒ in (x,y,z) nella direzione nnnn)

∀nnnn si ha: ∂ƒ/∂nnnn ≤ | grad ƒ |
Proprietà del gradiente 1) è un vettore di lunghezza uguale alla derivata massima in direzione ∂ƒ/∂nnnn

in (x,y,z)
2) è un vettore che, se ha lunghezza non nulla, è diretto come il vettore nnnn

lungo il quale la derivata ∂ƒ/∂nnnn ha valore massimo
grad ƒ è invariante (non dipende dal sistema di coordinate scelto)

Cambio coordinate data la funzione u = ƒ (x,y,z), se grad u = (∂u/∂x, ∂u/∂y, ∂u/∂z) nel sistema
(x,y,z), le componenti di grad u nel sistema (x',y',z') sono date dalle
trasformazioni:  (∂u/∂x')  = α1 (∂u/∂x) + β1 (∂u/∂y) + γ1 (∂u/∂z)

 (∂u/∂y')  = α2 (∂u/∂x) + β2 (∂u/∂y) + γ2 (∂u/∂z)
 (∂u/∂z')  = α3 (∂u/∂x) + β3 (∂u/∂y) + γ3 (∂u/∂z)

Operatore nabla ∇ = (∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z)
è un operatore simbolico, trattato come se fosse un vettore reale, che mette

in corrispondenza ƒ derivabile in (x,y,z) con il gradiente di ƒ
grad ƒ = ∇ƒ  (prodotto simbolico del vettore ∇ per lo scalare ƒ)

Cambio coordinate se ∇ = (∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z) nel sistema (x,y,z), le componenti di ∇ nel
sistema (x',y',z') sono date dalle trasformazioni:
 (∂/∂x')  = α1 (∂/∂x) + β1 (∂/∂y) + γ1 (∂/∂z)
 (∂/∂y')  = α2 (∂/∂x) + β2 (∂/∂y) + γ2 (∂/∂z)
 (∂/∂z')  = α3 (∂/∂x) + β3 (∂/∂y) + γ3 (∂/∂z)


